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Задания III тура

Открытой международной студенческой 
Интернет-олимпиады по математике (2016 год)

Задание 1.
В каплю воды, где находились 1000 бактерий,  посадили один экземпляр вируса некоторого типа. После этого каждую минуту стало происходить следующее: каждый вирус уничтожал по одной бактерии,  после чего каждая бактерия делились на две бактерии, а каждый вирус - на два вируса. Верно ли, что через некоторое время в капле не останется ни одной бактерии?

Ответ: Верно. 

Задание 2.

Найти наибольшее значение функции 
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Ответ: 
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Задание 3.
Пусть A  - квадратная матрица 2016-го порядка. Сумма элементов в каждой строке и каждом столбце матрицы A равна 10. Найти сумму элементов матрицы 
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Ответ: 20160000. 

Задание 4.
На плоскости нарисована парабола.  С помощью циркуля и линейки построить ее ось симметрии.

Задание 5.
Последовательность 
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 состоит из +1 и -1. Известно, что 
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, где 
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 - некоторые заданные числа. Докажите, что период 
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 равен периоду некоторой последовательности 
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, состоящей из +1 и -1 такой, что 
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 (сравниваются наименьшие периоды).
Задание 6.
Назовем натуральное число n «обобщенным» делителем натурального числа N, если существуют такие действительные числа x и X, что 
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 – целая часть числа y, наибольшее целое число, не превосходящее y) и отношение 
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 – целое число. Найти наименьшее натуральное число, которое не является «обобщенным» делителем числа 2015. 

Ответ:  48.

Задание 7.
В течение 24 часов группа контролеров осуществляла контроль за ритмичностью работы в экспериментальном цехе по выплавке стали. Каждый контролер приходил в цех в произвольный момент времени и осуществлял наблюдение за выплавкой стали в течение 7 часов. Контролеры были распределены по времени так, что ни один момент времени процесса выплавки стали не оставался без наблюдения, при этом наблюдать за этим процессом могли одновременно несколько контролеров. Каждый контролер отметил, что за 7 часов его наблюдений было выплавлено ровно 70 тонн стали. Какое наибольшее количество стали могло быть выплавлено за все 24 часа наблюдений группой контролеров?

Ответ: 420 тонн.

Задание 8.
Обозначим через 
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 число всех делителей натурального числа n. Доказать, что существует такое натуральное число k, что для всех 
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Задание 9.
Последовательность 
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 задана рекуррентным соотношением 
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Ответ: 
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Задание 10.
Прямоугольник 
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 выложен k-миношками, т.е. прямоугольничками размером 
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. Если k таких прямоугольничков образуют квадрат со стороной k, то их можно развернуть на 90 градусов. Докажите, что такими «поворотами» все прямоугольники 
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 можно развернуть одинаково (см. рисунок). 
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Задание 11.
Существует ли многочлен от двух переменных, устанавливающий биекцию (взаимно-однозначное отображение) между точками с неотрицательными целыми координатами и натуральными числами?
Ответ: существует.
Задание 12.
Дан граф G, который нельзя правильно покрасить в 2000 цветов (т.е. чтобы соседние вершины были бы разноцветными). Граф G правильно покрашен в 2016 цветов. Докажите, что на G найдется путь длины 2000 по вершинам разного цвета. 
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